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Résumé. Identifier des comportements chaotiqes à partir de données expérimentales, c’est-à-dire, des données
contaminées par du bruit, reste un problème particulièrement délicat dans la mesure où une preuve définitive
reste très difficile à fournir. De manière à éviter les faiblesses des techniques basées sur l’utilisation d’invariants
géométriques (dimensions, exposants de Lyapunov), Poon et Barahona ont introduit une procédure de titration
numérique qui compare les prédicitions à un pas réalisées avec des modèles linéaires et non linéaires [1]. Le
principe repose sur l’adjonction d’un bruit d’écart type σ jusqu’à ce que le modèle non linéaire ne permette par
de meilleures prédictions que le modèle non linéaire. La limite de bruit LB= σ correspond à ce niveau de bruit.
A l’aide de deux contre exemples, nous montrons que cette technique ne permet pas de distinguer un bruit coloré
d’un comportement chaotique.

Abstract. Identifying chaos from experimental data, that is, from data contaminated by noise, remains a very
challenging problem for which conclusive arguments are still very difficult to provide. In order to avoid problems
usually encountered with techniques based on geometrical invariants (dimensions, Lyapunov exponent, etc.), Poon
and Barahona introduced a numerical titration method based on comparison between one-step-ahead predictions
with linear and nonlinear techniques [1]. Its principle consists in adding some noise with a standard deviation σ
up to the point that the nonlinear model cannot provide better predictions than the linear model. The noise
limit LB= σ corresponds to this noise level. Using two counter examples, we showed that this technique cannot
distinguish colored noise from chaotic behavior.

1 Introduction

Lorsqu’une série temporelle du monde réel est étudiée, il est nécessaire d’appréhender sa dynamique
sous-jacente qui, la plupart du temps, résulte d’une relation complexe entre des composantes déterministe
et stochastique [2]. Une attention spéciale est portée à l’identification la composante déterministe. Parfois
cet objectif se résume à une technique de détection qui suppose l’existence d’une composante déterministe.
Plusieurs techniques ont été proposées pour détecter le chaos mais aucune n’est complètement fiable.
Toutes sont liées à certaines propriétés topologiques ou des mesures d’information sur les attracteurs
reconstruits à partir des données [3,4] et présentent des problèmes de spécificité et de fiabilité [5,6]. Il est
connu que le plus grand exposant de Lyapunov ne permet pas de distinguer un comportement chaotique
du bruit [7]. Avant de poursuivre, rappelons en quoi consiste un comportement chaotique : il doit être
apériodique, sensible aux conditions initiales, borné et déterministe. Les trois premières propriétés sont
relativement aisées à montrer, par contre, la quatrième — qui signifie que la dynamique est gouvernée
par un processus qui peut être décrit par un jeu d’équations différentielles ordinaires ou des équations
discrètes — est de loin la plus ardue. Il peut être également décrit par une équation différentielle à retard
comme c’est souvent le cas en biologie. Typiquement, le déterminisme est un paradigme selon lequel les
évènements futurs sont induits par les évènements passés et présents combinés avec les lois de la nature.
Un tel déterminisme prend date avec Laplace. Ce qui a brouillé l’image donné par Laplace, c’est que
lorsqu’une nonlinéarité a été introduite, il n’est plus possible de prévoir le futur sur un temps infini.
Les prédictions de dynamiques nonlinéaires peuvent seulement être faites à court terme. En raison de
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72 U. S. Freitas, L. A. Aguirre & C. Letellier

cette dernière propriété, identifier un déterminisme sous-jacent à des données expérimentales est plutôt
un problème ardu, principalement parce qu’un comportement chaotique ne peut être distingué d’un
comportement stochastique d’un point de vue statistique [8]. Avant d’affirmer qu’une dynamique puisse
être chaotique, il devrait y avoir une évidence indiscutable de déterminisme [9].

Implicitement, le déterminisme sous-jacent est considéré en termes de déterminisme de basse dimen-
sion, juste parce que lorsque la dimension est trop grande, un tel déterminisme ne peut plus être distingué
d’un processus stochastique. Habituellement, une dynamique de basse dimension signifie que le compor-
tement peut être décrit dans un espace des phases de dimension qui ne dépasse pas la dizaine. Prouver
que la dynamique sous-jacente à une série temporelle contaminée par du bruit correspond à un compor-
tement chaotique de basse dimension est l’un des problèmes les plus difficiles à résoudre. C’est l’une des
principales raisons pour lesquelles les analyses reposant sur des données supplétives sont souvent utilisées
[10]. Malheureusement, ces techniques testent seulement si la dynamique étudiée peut être distinguées de
données supplétives, ou non. Ceci ne constitue par conséquent par une réponse directe et définitive à la
question originale, soit identifier le déterminisme sous-jacent.

Pour pallier à cette difficulté, quelques techniques pour détecter la présence de déterminisme non-
linéaire au sein de dynamiques expérimentales ont été proposées (voir par exemple [11,12]). Mais aucune
de ces techniques n’est réellement fiable. Parmi ces techniques, une technique basée sur une titration
numérique a été proposée [1]. Les auteurs ont utilisés plusieurs noms dont celui de (( titration du chaos )) [1]
ou plus récemment de (( titration du bruit )) [13,15]. Comme nous le verrons, cette technique identifie de
manière érronée des systèmes non déterministes comme étant chaotiques : elle ne peut donc fournir une
distinction fiable entre chaos et bruit.

2 Titration du chaos

La technique de Poon et Barahona [1] repose sur deux principes : une méthode de détection nonlinéaire
[16] et une addition graduelle de bruit. Ils ont prétendus que leur technique fournissait une condition
suffisante et robuste pour tester la présence de chaos déterministe au sein de série temporelle courte et
bruitée. La méthode de détection de nonlinéarité est appliquée à la série temporelle étudiée. Elle est
capable de déterminer si les données sont mieux décrites par un modèle non linéaire que par un modèle
linéaire. Ensuite, du bruit blanc ou linéairement corrélé est progressivement ajouté aux données jusqu’à
ce la méthode de détection de nonlinéarité échoue à détecter une nonlinéarité. La déviation standard
normalisée du bruit ajouté à ce point est ce qui est appelé la limite de bruit (LB) et est présentée comme
une mesure de (( l’intensité du chaos )). La condition LB> 0 est prétendue comme étant suffisante pour
déduire la présence de chaos au sein des données.

La question se résume donc à savoir si LB> 0 implique réellement un comportement chaotique. Dans
leur étude, Poon et Barahona [1] ne considèrent que des systèmes déterministes, chaotiques ou non,
et bruités. Il est montré que, pour certains types de systèmes, la limite LB est corrélée au plus grand
exposant de Lyapunov λmax, au moins lorsque λmax est positif. Ainsi, la conclusion LB> 0 implique
chaos est dressée sur la base des analyses du comportement de la méthode avec ces exemples. Aussi,
une question naturelle est de regarder si cette conclusion reste valide si d’autres types de systèmes sont
étudiés. La réponse est négative comme nous allons le montrer.

3 Des cas non chaotiques avec LB> 0

Considérons l’application sinusöıdale xn+1 = µ sin(xn) où µ est le paramètre de bifurcation. Cette
application est équivariante puisqu’appliquer le changement de variables xn 7→ −xn conduit à xn+1 7→
−xn+1. Ceci signifie que les solutions de l’application sinusöıdale présente des propriétés résultant d’une
symétrie d’ordre 2. Par exemple, lorsque µ ∈ [2 ; 3.1], il y a co-existence de deux solutions symétriques
l’une de l’autre sous le changement de variables xn 7→ −xn. Lorsque le paramètre µ est augmenté, deux
cascades de doublements de période simultanées sont observées comme route vers le chaos.
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Une dynamique déterministe non chaotique excitée par un bruit est obtenu en utilisant

xn+1 = µ sin(xn) + Ynηn, (1)

qui produit un cycle limite de période 2 lorsque (µ = 2.4). La variable Yn est une variable aléatoire
résultant d’un processus de Bernoulli et ηn est une variable aléatoire uniformément distribuée entre −b et
b. La valeur de chaque Yn est 1 avec la probabilité q et 0 avec la probabilité 1−q. Lorsque q est petite, les
perturbations stochastiques sont plutôt rare et la dynamique produite par (1) et l’application sinusöıdale
sont presque semblable.

Mille itérations de l’application (1) sont produites avec les paramètres q = 0.01, µ = 2.4 et b = 2 (Fig.
1). Le comportement résultant est grosso modo un cycle limite de période 2, aléatoirement déstabilisé
par des perturbations stochastiques, Ynηn, qui sont parfois suffisantes pour envoyer la trajectoires vers la
solution symétrique, comme cela est observé autour de l’itération 620 (Fig. 1).
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Fig. 1. Série temporelle (1000 points) produite par
l’application (1). Valeurs des paramètres : µ = 2.4,
b = 2 and q = 0.01. -4 -2 0 2 4
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Fig. 2. Application de premier retour calculée à par-
tir de la trajectoire solution de l’application (1).

Avec q = 0.01, seules 11 perturbations sont observées. Après chaque perturbation stochastique, il
y a un court régime transitoire durant lequel la trajectoire s’installe sur l’un des deux cycles limites
co-existant. Lorsque l’application de premier retour est calculée (Fig. 2), deux paraboles tronquées
entourées de points aléatoirement distribués sont distinguées. Les formes (( paraboliques )) sont visitées
durant les régimes transitoires. Evidemment cette dynamique périodique bruitée n’est pas chaotique. Ceci
est confirmée par le plus grand exposant de Lyapunov qui est négatif (λmax = −0.65).

Selon [1], du bruit blanc (ou linéairement corrélé) de variance croissante σ est ajoutée aux données
jusqu’à ce que la nonlinéarité ne soit plus détectée. Ceci est déterminé en comparant les prédictions du
signal avec un modèle linéaire et un modèle nonlinéaire pour des σ croissants. Supposant une nonlinéarité
dans les données, les modèles nonlinéaires seront meilleurs jusqu’à une valeur limite de σ qui est alors
considérée comme la limite de bruit (LB) au delà de laquelle il n’y a plus avantage à utiliser un modèle
nonlinéaire pour la prédiction. Sur ce principe, Poon et Barahona affirment que LB> 0 indique la présence
de chaos, et que la valeur de LB offre une estimation de son intensité relative. Si une telle hypothèse
était vraie, une limite de bruit autour de 0 devrait être attendue dans l’exemple précédent, puisque la
dynamique n’est pas chaotique. Cependant, lorsque la titration du bruit est appliquée, la limite de bruit
obtenue est de LB=20% ce qui suggère incorrectement que la dynamique sous-jacente est chaotique. Cette
conclusion est obtenue par le fait que la solution périodique bruitée est mieux prédite par un modèle
nonlinéaire que par un modèle linéaire (Fig. 3). Ceci constitue par conséquent un premier exemple
où la titration du bruit échoue à distinguer un comportement chaotique d’un comportement périodique
bruité. Un tel échec n’avait jamais été observé par Poon et Barahona parce qu’ils ont toujours étudiés
des dynamiques purement déterministes contaminées additivement par du bruit. Dans un article récent,
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différents types de bruit ont été étudiés et les faiblesses de la titration du bruit avaient déjà été mentionnées
[14].
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Fig. 3. Fonction de coût C(k) pour les modèles linéaire et nonlinéaire. Les données sont approchées par des
modèles autorégressifs linéaires et nonlinéaires dont le nombre k de termes est croissant. La fonction de coût est
définie par C(k) = loge ǫ(k) + k

N
où k est le nombre de termes, ǫ(k) est l’erreur résiduelle, et N ests la longueur

de la série temporelle [16].

Un second exemple est maintenant considéré. De manière à produire un bruit coloré non linéairement,
un bruit blanc est utilisé pour exciter un filtre non linéaire selon

xn+1 = aνn + bνn−1(1 − νn) (2)

où νn est une variable aléatoire uniformément distribuée entre 0 et 1. C’est un comportement purement
aléatoire. Son caractère stochastique est bien mis en évidence par l’application de premier retour qui
ne présente aucune structure déterministe (comme une parabole ou autre). Puisque la dynamique sous-
jacente est sensible aux conditions initiales, le plus grand exposant de Lyapunov est positif.
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Fig. 4. Application de premier retour calculée à partir de la trajectoire produite par (2).

Appliquer la titration du bruit à la solution stochastique de l’application (2) conduit à une limite
de bruit LB=35%. Selon Poon et Barahona, ceci indiquerait que ces données correspondent à un chaos
avec une intensité supérieure à l’exemple précédent. Une fois de plus ce serait une conclusion biaisée.
Ce qui est titré est en fait l’action de la non linéarité. Ainsi, cette technique — si appliquée comme
l’ont suggéré ces auteurs — concluerait de manière erronée à une dynamique déterministe chaotique bien
qu’aucune signature claire de déterminisme n’ait été mise en évidence. La raison est semblable à celle
du cas précédent, c’est-à-dire que le bruit coloré est prédit plus précisément avec un modèle non linéaire
qu’avec un modèle linéaire (Fig. 5).
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Fig. 5. Fonction de coût C(k) pour les modèles linéaires et non linéaires. Cas du bruit chaotique (2).

Nous cherchons maintenant quelle dynamique purement chaotique pour laquelle la limite de bruit est
autour de 35%. Pour cela, nous considérons une fonction logistique

xn+1 = µxn(1 − xn) (3)

pour des valeurs croissante du paramètre µ. Nous avons finalement trouvé qu’avec µ = 3.62, la limite de
bruit était d’environ 35%. Pour cette valeur de µ, l’application de premier retour se présente comme une
parabole à deux segments (Fig. 6). Ceci signifie que lors d’un test aveugle, la titration du bruit ne ferait
pas de différence entre le bruit coloré (Fig. 4) et le comportement purement chaotique (Fig. 6).
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Fig. 6. Application de premier retour calculée à partir de la trajectoire produite par la fonction logistique (3).
Valeur du paramètre : λ = 3.62.

Les exemples précédents montrent que la titration du bruit échoue à discriminer du bruit d’un chaos
lorsqu’il n’y a pas de déterminisme sous-jacent. Ceci n’avait jamais été observé auparavant car l’article
original considérait seulement des dynamiques déterministes. Aussi, lorsque des données expérimentales
sont considérées, il n’est pas possible de fournir une affirmation définitive tant que la présence d’une
signature déterministe n’est pas clairement identifiée.

4 Conclusion

Affimer la présence de chaos à partir de données expérimentales est un problème plutôt délicat. En
considérant cet aspect, montrer la basse dimensionalité de la dynamique est un aspect plutôt important
parce qu’il est toujours possible de supposer que des processus naturels — dont la dimension peut être très
grande — soient déterministes par définition [15]. Toutefois, une telle hypothèse présente un caractère de
nature inévitablement métaphysique. En effet, fournir une preuve de déterminisme est l’un des objectifs les
plus difficiles que nous ayons à atteindre lorsque des données expérimentales sont étudiées. Les techniques
de modélisation globales se présentent comme capable de répondre à cet enjeu [17] bien qu’elle soit
dépendentes du choix de l’observable [18]. Comme d’autres techniques de détection de nonlinéarités,
lorsque l’objectif est de décider si une dynamique est chaotique ou non, la titration du bruit échoue aussi
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sous certaines conditions. En d’autres termes, la condition LB> 0 n’est pas une condition suffisante pour
l’existence du chaos. En effet, la titration du chaos nous apprend plus sur le caractère nonlinéaire d’un
processus dynamique que sur (( l’intensité du chaos )) comme nous l’avons montré par les deux exemples
ici traités.
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