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Classification des symétries de l’Elasticité par les covariants
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En hyperélasticité linéaire, la loi de Hooke généralisée est une relation linéaire σ = Eε entre le tenseur
des contraintes de Cauchy σ et le tenseur des petites déformations ε, tous deux symétriques d’ordre 2.
Un tenseur d’élasticité E est un tenseur d’ordre 4, caractérisé par les symétries indicielles

Eijkl = Ejikl = Eijlk = Eklij

et ces tenseurs définissent un espace vectoriel réel Ela de dimension 21.
Les caractéristiques élastiques d’un matériau ne dépendent pas de son orientation dans l’espace, et

de tels matériaux sont donc représentés par une orbite d’un tenseur sous l’action du groupe SO(3) des
rotations de l’espace. Il est ainsi important de comprendre l’espace des orbites Ela/SO(3), qui est une
variété semi-algébrique [2]. La stratification de cet espace fait intervenir des classes de symétries (classes
de conjuguaisons de sous-groupes d’isotropie), ces classes ayant été établies en 1996 par Forte–Vianello [1]
(voir figure 1).

Figure 1. Les 8 classes de symétries de l’espace Ela

Il faut maintenant être capable de déterminer effectivement la classe de symétrie d’un tenseur donné.
Pour cela, nous avons dans un premier temps défini une algèbre de covariants (constitués de tenseurs tota-
lement symétriques), qui est de type fini. Par complexification, on fait alors intervenir le groupe SL(2,C)
(revêtement universel du groupe SO(3,C)), ce qui permet d’utiliser des résultats de théorie classique des
invariants sur les formes binaires [3]. Fort d’une famille génératrice fini de l’algèbre des covariants, nous
avons finalement obtenu des équations algébriques explicites pour chaque classe de symétrie de l’espace
Ela.
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