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Résumé

On donne des résultats théoriques sur la stabilité globale des solutions de systemes
différentiels et sur I'estimation d’attracteurs. A cet effet, une extension du principe
d’invariance de LaSalle nécessitant des conditions moins restrictives que celles du prin-
cipe d’invariance classique est donnée. Des applications pour les estimations d’attrac-
teurs étranges sont présentées; en particulier on donne une estimation théorique de
I’attracteur de Rossler, puis on démontre que, pour les parametres usuels, cet attrac-
teur ne pénetre jamais dans un voisinage de 'axe Oz et que la variable z est toujours
strictement positive.

1 Introduction, principe d’invariance et extension

Le principe d’invariance de LaSalle est un outil tres utilisé pour étudier le comporte-
ment asymptotique des solutions d’équations différentielles, voir [1, 2].

L’objet de cet article est de présenter une version plus générale du principe d’inva-
riance de LaSalle, permettant d’obtenir des estimations concretes pour les attracteurs de
systemes d’équations différentielles, car pour beaucoup de systemes présentant un compor-
tement compliqué ou chaotique, il n’est pas évident de trouver une fonction de Lyapunov
a dérivée orbitale positive, voir [3].

Rappelons tout d’abord le principe d’invariance de LaSalle classique. Considérons
I’équation différentielle ordinaire et autonome suivante:

dX
—- = (X)) (1)

ot X € IR", F € C'(IR"™), X représente les parameétres du systeme.

Théoréeme 1. Principe d’invariance globale
Soient V : IR" — IRt et F : IR™ — IR" des fonctions de classe C''. Supposons que la
dérivée orbitale vérifie %V(X ) < 0 pour tout X € IR", et définissons F := {X € R" :
4V (X) = 0}. Posons B le plus grand ensemble invariant inclus dans E.
Alors toutes les solutions de (1), bornées pour ¢ > 0, convergent vers B quand t — co.
Dans ce papier, deux résultat plus généraux sont présentés. Ils requierent des hy-
potheéses moins fortes que pour le principe d’invariance classique dans le sens ou les fonc-
tions de Lyapunov choisies peuvent étre de dérivée orbitale positive sur certaines régions.
Ainsi la recherche de telles fonctions s’avérera plus faciles et, comme nous le verrons, de
nouvelles applications seront possibles.
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Théoréme 2. Extension du principe d’invariance (voir [4, 5])
Soient F : R™ — IR", Vi : IR™ — IR des fonctions C' et ¢; : IR" — IR une fonction
continue telle que: L;V1(X) < —c1(X), pour tout X € IR™.
Soit A1 = {X e IR" : Cl(X) < 0}
Supposons que supxea, Vi(X) = M € IR et que Qy := {X € R": V1(X) < M} soit
borné.
Définissons By := {X € IR" : L;V}(X) = 0} U Qyy, et soit By le plus grand sous-ensemble
invariant par F inclus dans FEj.
Alors toutes les solutions de (1), bornées pour ¢ > 0, convergent vers B; quand t — co.
De plus, si Xo € Qyy, alors ¢1(t, Xg) est définie pour tout t > 0, ¢1(t, Xg) € Qs pour
tout t > 0 et o1(t, Xg) tend vers le plus grand sous-ensemble invariant inclus dans Qyy,
quand t — oo.

Théoreme 3. Variance de l’extension du principe d’invariance
Soient F : IR"® — IR"™, V, : IR" — IR des fonctions C' et soit ¢ : IR — IR une fonction
continue telle que: L;Va(X) > —cao(X), pour tout X € IR™.
Soit Ay := {X e R": CQ(X) > 0}
Posons m 1= infxea,Vo(X) et Q= {X € R" : m < Va(X)}.
Définissons Fy := {X € IR" : L;Va(X) = 0} U Q,,,, et soit By le plus grand sous-ensemble
invariant par F inclus dans Fs.
Alors toutes les solutions de (1), bornées pour ¢ > 0, convergent vers By quand t — o0.
De plus, si Xg € Qy,, alors pa(t, Xg) est définie pour tout t > 0, pa(t, Xo) € Q,,, pour tout
t >0 et pa(t, Xo) tend vers le plus grand sous-ensemble invariant inclus dans €,,, quand
t — 0.

Pour la démonstration, voir [6].

Remarques:
Si on suppose Vi : IR® — IR* et L;V} < 0 sur IR"™ dans le théoréme 1, alors les ensembles
Ay et Qp sont vides, et le résultat obtenu est celui du principe d’invariance classique, le
théoreme 1 est donc bien une extension du principe d’invariance.
Il est important de noter que dans cet article, 'expression “fonction de Lyapunov” devra
étre comprise dans un sens large qui inclus le cas des fonctions dont la dérivée orbitale
peut aussi étre positive.

2 Estimation de ’attracteur de Rossler
Le systeme de Rossler est le suivant :
dx dy dz
- 2 —~ =zxz+4a — =b+xz—cz.
o= Wt2), S =rtay, —=b+
ol a, b et ¢ sont les parametres du systeme. Dans ce papier, nous utilisons les valeurs

usuelles suivantes :
a=b=0.2, c=14.0.

2.1 Détermination de I’ensemble Q,,

Nous cherchons a présent une estimation théorique de Iattracteur de Rossler. Pour
cela posons:
Vi(z,y, 2) = ca® + cy® + a2’
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Alors

LiVi(z,y,2) = =2 (—acy® + acz®

—abz + cxz — axz2) et
A= {(:p,y, z) € R? : —acy® + acz® — abz + cxz — axz? < 0} ,
c’est a dire que la fonction ¢; du théoreme d’extension est donnée par:

2

O(x,y,2) =2 (—acy2 + acz® — abz + crz — aa:zQ) .

Cherchons la valeur de M := supxea, V1(X). La fonction V; est convexe, mais la contrainte:
—acy® + acz® — abz + cxz — axz® ne est pas, donc on ne peut appliquer de méthodes clas-
siques comme la technique des multiplicateurs de Lagrange.

On utilise pour cela 'algorithme d’optimisation Knitro, voir [7] (qui est basée sur une
méthode de points intérieurs). On trouve alors:

supxea, Vi(X) =9,8.107.
Ainsi, Qs est ellipsoide définie par:
Qun = {(z,y,2) € R?: ca® + cy® + az® <9,8.10"}
Toutes les solutions bornées du systeme de Rossler, pour les parametres fixés auparavant,

convergent dans cette ellipsoide (selon le principe d’invariance étendu). Ce résultat peut
étre affiné (on peut trouver une autre fonction V5 conduisant & un rayon plus petit).

2.2 Détermination d’un ensemble (,,:
L’ attracteur de Rossler se situe dans le demi-espace z > 0

Nous allons démontrer que, pour attracteur classique de Rossler, les solutions (asymp-
totiquement) sont toujours strictement au dessus du plan z = 0. Nous utiliserons pour cela
la variance du Principe d’Invariance de LaSalle pour montrer que les solutions bornées de
I’attracteur convergent dans le demi-espace z > 0.

Considérons donc la fonction de Lyapunov suivante:

Va(z,y,2) = 2.
On a: LiVa(x,y,2) = xz — cz + b, d’on, par définition,
As ={(z,y,2) € R: —zz+cz—b>0}.

On cherche la valeur de m := inf(,, .yeaV2(z,y,2); on la calcule comme précedemment
grace au programme d’optimisation Knitro, et on obtient numériquement :

m = inf(yy eaVa(z,y,2) =6, 5.1077.

Définissons alors: €, = {(a:, y,2) € R3: 2 > 6, 5.10*7} i
On en conclut donc, d’apres le théoreme 3, que 'attracteur de Rossler est dans

Qo = {(az,y,z) eR?:z> 675.10*7} .

Par ailleurs, pour affiner au maximum notre ensemble (2,,, on peut démontrer que les

solutions de 'attracteur de Rossler ne rentrent jamais dans une région située le long du
demi-axe positif, en prenant par exemple comme fonction de Lyapunov une paraboloide
elliptique orientée selon I'axe Oz contenant l'origine et en montrant que les solutions ne
rentrent jamais a l'interieur (voir Figure 1).
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2.3 Récapitulatif:

D’apres les extensions du principe d’invariance de LaSalle, toutes les solutions bornées
du systeme de Rossler convergent dans:

Q= {(J;,yjz) € R?:cx? + ey’ + a2’ < 9,8.107} N {(a:,y,z) ceR?:z> 6,5.1077}

Fig. 1. Illustration numérique de I'estimation de ’attracteur de Rossler, et du ‘trou’ le
long du demi axe positif oz, pour les parametres a = 0.2 = b et ¢ = 14 du systeme. (a) Vue
tridimensionnelle, (b) projection sur le plan zy. L attracteur (en noir foncé) est strictement
contenu dans ’ellipsoide et a l'extérieur de I’hyperboloide infinie d’axe de révolution oz,
et vérifie z > 0.

3 Conclusion

Dans ce article, une version plus générale (et une variance) du principe d’invariance,
utile dans I’étude de la stabilité des solutions de systemes d’équations différentielles, est
présentée. Dans cette version, des conditions moins restrictives que les conditions du prin-
cipe classique sont utilisées, ce qui permet de l'appliquer pour une plus large classe de
problemes.
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Ces extensions du principe d’invariance de LaSalle nous ont permis d’étudier I'attrac-

teur de Rossler et de démontrer un résultat important : 'attracteur de Réssler est toujours
dans le demi-espace z > 0.

Remarquons que les estimations données par ces théoremes dépendent du choix des

fonctions de Lyapunov, 'estimation de l'attracteur de Rossler donnée par I'extension du
principe d’invariance de LaSalle peut étre affinée par le choix d’une autre fonction de
Lyapunov.
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